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摘 要

时间分数阶偏微分方程是指时间变量中含有分数阶偏导数的一类方程。

由于分数阶微分算子具有非局部性，它比整数阶导数更适合用来刻画具有

记忆和遗传特质的物理过程和复杂系统，在物理、生物、材料化学以及社会

学等众多学科领域有着广泛应用。但是分数阶问题的解析解大都含有一些

难以计算的特殊函数，甚至更多情况下解析解难以求出，因此，构造高效稳

定的数值方法甚为重要。由卷积数值积分 (CQ)构造的数值格式具有高阶收
敛性，且继承了一般线性多步法的稳定性，受到广泛关注。但是对于不满足

相容性条件的初值问题，其解在 t = 0附近不光滑，该方法通常只能达到一

阶收敛。因此人们开始对标准格式进行初始矫正，构造能够保持高阶收敛性

的新的数值矫正格式。

本文通过研究时间分数阶次扩散方程的数值解法，对Crank–Nicolson方
法[25] 构造一种新的初始矫正格式。主要结果如下：首先，本文详细介绍了

全离散型 Crank–Nicolson 格式的构造过程。在标准 Crank–Nicolson 格式的
初始值和右端加入包含待定系数的矫正项，期望能够通过选取适当的矫正

系数改进标准格式的精度。通过 Laplace变换等数学工具推出数值解的积分
表达形式，并进一步得到误差表达式，再以二阶收敛为衡量标准，确定矫正

系数，构造出一种新的矫正方法。然后，本文使用有限元软件包 FEniCS求
解几个不同算例，对矫正格式的收敛性进行验证，数值算例显示：当初值不

满足相容性条件（边界条件）时，本文所构造的矫正方法仍然具有二阶收敛

性。最后，以不满足相容性条件的初值为例，本文对比了几个 CQ型数值格
式的数值结果，发现在使用相同的网格尺度和时间步长时，本文所提出的新

的矫正方法所得到的数值解误差最小。

关键词：Crank–Nicolson方法，初步矫正，时间分数阶，卷积数值积分
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ABSTRACT

Time fractional partial differential equations refer to a class of equations con-
taining fractional partial derivatives in time variables. Because the fractional dif-
ferential operator has nonlocality, it is more suitable for describing physical pro-
cesses and complex systems with memory qualities. Thus, it is widely used in
many disciplines such as physics, biology, material chemistry, and sociology. How-
ever, most of the analytical solutions of fractional problems contain special func-
tions that are difficult to calculate, and even more often it is difficult to find an-
alytical solutions. Therefore, it is necessary to construct efficient and stable nu-
merical methods. The numerical formats constructed by the convolution quadra-
ture(CQ) have high-order convergence and stability property, which have attracted
widespread attention. However, for the initial value problem that does not meet
the compatibility condition, the solution is weakly singular around t = 0, and the
CQ methods usually have only an O(τ) convergence. Therefore, people began
to construct the corrective methods for the original formats to restore the desired
high-order rate.

In this paper, by studying the numerical solution of the time fractional dif-
fusion equation, a new initial correction scheme is constructed for the Crank–
Nicolson method[25]. The main results are as follows: First, we introduce the con-
struction process of the fully discrete Crank–Nicolson scheme in detail. Before
the initial value and the source function of the standard Crank–Nicolson format,
a correction item containing unknown coefficients is added. It is expected that
the accuracy of the standard format can be improved by selecting an appropriate
correction coefficient. Using mathematical tools such as Laplace transform, the
integral expression form of the numerical solution is introduced, and the error ex-
pression is further obtained. Then, the second-order convergence is used as the
standard to determine the correction coefficient, and a new correction method is
constructed. Then, we use the finite element software package FEniCS to solve
several specific equations to verify the convergence of the correction format. The
numerical examples show that when the initial value does not meet the compatibil-
ity condition (boundary condition), the correction method indeed has second-order
convergence. Finally, taking the initial value that does not meet the compatibility
condition as an example, this paper compares the numerical results of several CQ-
type numerical formats, and finds that when using the same grid scale and time
step, the new correction proposed in this paper has the smallest error.

Keywords: Crank-Nicolsonmethod, initial correction, time-fractional order, con-
volution quadrature
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第一章 绪论

1.1 课题背景及意义

分数阶微积分由经典的整数阶微积分概念推广而来，最早可溯源至 1695
年[3]，L’Hospital在信中向 Leibniz询问当 n = 1/2时，dny/dxn的意义。早期，Euler
和 Langrage对这一问题也进行了研究，并给出了自己的见解，但大规模的系统
研究最早出现在 19世纪的初中期，Laplace，Fourier等开始尝试利用积分给出分
数阶导数的定义，Lacroix借助 Gamma函数给出 y = x, n = 0.5时的分数阶导数：
d1/2y
dx1/2 =

2
√
π√
π
,这与后来的 Riemann–Liouville分数阶导数的结论相符。之后，还有

Liouville，Abel，Riemann，Holmgren等大批数学家先后去发展和完善分数阶微
积分，为此做出了很大贡献。但是因缺乏实际的物理意义，分数阶微积分一直被

当做纯粹的数学理论问题来研究，发展进程缓慢。

分数阶微分方程最早的应用例子出现在 1832年 Liouville的位势问题和之后
的 Abel等时降落问题，此后其在科学工程中的应用才逐渐扩大。近几十年来,科
学技术的进步与发展让越来越多的学者在实践中发现，由于分数阶导数的历史

依赖性和非局部性，它比以往使用的整数阶模型更能准确地刻画具有记忆和遗

传特质的物理过程和复杂系统（[12, pp.XVII -XXI]）。因此，分数阶微分方程逐
渐被广泛应用于物理、生物、材料化学、金融、社会学等各大学科领域。例如非

晶态半导体中的电荷传输；地下水中污染物的扩散；高分子体系的弛豫；粘弹性

力学；纳米级金属薄膜中的反常热扩散过程[17]；人口增长模型等。下面看几个具

体的数学模型（[12, pp.261-307]）。

例 1 (线性粘弹性理论) 描述应变与应力关系的方程因相关材料的物理属性不同
而由较大差异，众所周知，描述理想固体时常用 Hook定律

σ(t) = Eϵ(t),

描述牛顿流体时有

σ(t) = η
dϵ(t)

dt
,

其中 E 和 η是常数。而实际应用中的材料属性与这两者都有很大不同，模型描

述会出现错误。于是大家倾向于将这两个模型结合使用，但仍存在一些问题：部

分情况下实验结果与现实不符，方程形式复杂，计算困难，线性被破坏等。而这

些问题可以由分数阶微分算子较好地解决。第一个推导和解决特殊应用问题分

数阶偏微分方程的人 A.N.Gerasimov提出了基本定律的一个变形形式：

σ(t) = κ C
−∞Dαt ϵ(t) (0 < α < 1),

1
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其中 κ是与材料相关的常数。并考虑了描述粘性流体在两个运动表面之间运动的

问题：

ρ
∂2y
∂t2 = κD

α(
∂2y
∂x2 ),

ρx3∂
2y
∂t2 = κ

∂

∂x

(
x3 ∂

∂x
(Dαy)

)
,

y = y(x, t); Dα ≡ R
−∞Dαt .

此外还有很多不同的粘弹性模型，如双参数 Scott Blair定律，三参数广义 Voigt
模型。

例 2 (神经元) 在人体头部旋转的开始和结束时我们的眼睛会进行抽搐运动，称
为眼球震颤，它实际上是前庭眼的反射运动以找到一个视觉固定点，由运动前神

经元和运动神经元控制。T.J.Anastasio指出了以往使用整数阶方法描述前庭神经
元行为的不足之处，并通过拉普拉斯变换提出了一种新的分数阶模型：

R(s)
V(s)

=
τ1(sτ2 + 1)sαd−αi

sτ1 + 1
,

其中 R(s)和 V(s)分别是前庭运动神经元放电率 r(t)和头部转动的角速度 v(t)的

拉普拉斯变换后的结果，τ1 和 τ2 是时间常数，αd 表示前庭神经元水平对应的分

数导数的阶数，αi 是 Anastasio模型中分数阶积分项的阶数。

例 3 (分数阶扩散方程) 特定类型多孔介质（分型介质）中的扩散模型是分数阶
导数的重要应用之一，由此得到的微分方程的阶数也与多孔材料的分形维数有

关。在描述分形介质中的传递过程时，A.Le Mehaute等人提出以下方程

0D1/d−1
t J(t) = LX(t),

其中 J(t)表示分形界面的宏观流动，X(t)表示局部驱动力，L为常数，d是分形

介质的分形维数。经过进一步发展，该方程引出两类分数阶偏微分方程。第一种

是对 Fick定律的发展：

0D1/d−1
t P(r, t) = −A

(∂P(r, t)
∂r

+
κ

r
P(r, t)

)
,

其中 P(r, t)是分形上随机游动的平均概率密度，A和 κ是常数，d是异常扩散指

数。另一种的一个经典方程例子是：

0Dαt u(x, t) =
d2u(x, t)

dx2 .

由于涉及的学科领域多，应用范围广，分数阶微分方程的理论研究受到了越

来越多的关注,其中方程的求解是非常重要的部分。无论是对于数学体系的发展
与完善还是进一步加强实际应用性以促进其他学科发展都具有非常重要的价值。

目前求解分数阶微分算子常用的解析方法有 Laplace[11]变换法，Fourier[14, 8]变换

2
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法，Adomian分解法等。但是分数阶微分方程的精确解基本不能用具体的物理意
义解释，也找不到对应的表达式，且大多数方程的精确解都会含有特殊函数，形

式复杂，计算困难。因此，寻找高效稳定的数值方法来求解分数阶微分方程变得

十分重要。

根据应用背景的不同，分数阶导数的定义也有不同的形式。目前大家主要研

究的有 Caputo 分数阶导数，Riemann–Liouville 分数阶导数 (R–L) 和 Grunward–
Letnikov分数阶导数。Heymans[18] 等指出求解 R–L型分数阶导数需要用到未知
函数的初值条件，而在实际应用中这类初值很难给出，因而对初值要求较简单的

Caputo型分数阶导数更被广泛应用于各类工程中。根据分数阶导数所在的位置，
分数阶微分方程又可以分为三类：时间分数阶，空间分数阶以及时空分数阶微分

方程。顾名思义，时间分数阶偏微分方程是指时间变量中含有分数阶偏微分的一

类方程，它是分数阶微分方程的一个重要组成部分。

1.2 国内外研究现状

近年来，随着分数阶偏微分方程被广泛应用于各个领域，国内外掀起了研究

分数阶偏微分方程数值算法的热潮，具体的研究内容也更加贴近实用，出现了许

多有效的数值计算方法和相应的误差分析结果，其中很多也适用于经典的整数

阶微分方程。目前，时间分数阶方程的数值方法主要分为四类：有限差分法、卷

积数值积分 (convolution quadrature)、间断有限元法 (discontinuous Galerkin)和谱
方法。

有限差分法具有简单直接、易于实现的特点，基本思想是用数值微分公式直

接逼近被积函数中的导数，常被称为 L1格式。L1格式逼近时间分数阶方程的光
滑解具有 2−α阶精度，即误差约等于 O(τ2−α)，其中 τ，α分别为时间离散的步长

和分数阶微分方程的阶数。后来，Cao，Alikehow以及 Lv等[19, 2, 29]陆续发展了具

有更高阶精度的有限差分法。这些有限差分法对光滑解具有相应的最优精确度，

但是对一般的不满足相容性条件的初值，时间分数阶方程的解在 t = 0处不光滑，

数值算例显示这些有限差分方法通常只有一阶精度。近期，Jin[23] 等和 Yan[4] 等
陆续研究了 L1格式在非光滑数据时的数值误差和 L1格式的初始矫正方法。经
典的 L1格式在非光滑数据下只有一阶精度，但通过在第一层时间步修改数值格
式，可使 L1格式能够对一般的（未必满足相容性条件）初值也能达到 2 − α的
最优精度。

间断有限元法最早由 Reed和 Hill在 1973年首先提出，具有较好的稳定性。
McLean等[30]分析了最低阶的分段常数 DG方法，在渐变网格下证明了数值解的
一阶收敛率。接着，在统一的时间步长下，他们[31] 又证明在远离 t = 0时，DG
方法依然可以达到一阶收敛。关于提高 DG方法的准确性，Muatapha等[16] 建立

了一种更高阶的 hp型的间断 Galerkin方法，并证明了该方法的适定性、误差以
及收敛结果。

由 Lubich[5, 6] 提出的卷积数值积分 (CQ)为构造高阶的离散时间分数阶偏微

3
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分方法提供了一个灵活的框架，并且该方法会自动继承一般线性多步法的稳定

性，尤其是 k步向后差分方法 (BDFk)自动具有 O(τk)的局部截断误差。与有限

差分方法相似，对于不满足相容性条件的方程，其解在 t = 0附近不光滑，CQ
方法通常只能达到一阶收敛。为了将 BDF2的精度提高到二阶，在研究扩散波方
程过程中，Lubich[7] 等在初始步对 BDF2格式进行了一步矫正。除了线性问题，
Cuesta[9]等将方程的解表示为正则函数的幂级数的展开式，通过逼近正则函数提
出了针对半线性扩散波问题的二阶 CQ方法。之后，Jin[24]等将 Lubich的矫正方
法[7] 扩展到次扩散方程上，并在远离 t = 0处得到了二阶局部误差。近来，为了

使得 CQ方法对于一般次扩散问题都能保持原有的最优收敛阶，Jin[26, 25] 等先后
对 k阶 BDF方法和 Crank–Nicolson方法进行初始矫正：前者在前 k − 1步进行矫

正，后者对前两步进行矫正，矫正后的格式对于不满足相容性条件的初值分别能

保持 k阶和 2阶的收敛速度。此外，Gunzburger[15]等在研究扩散波方程时通过在
t = tn − τ/2处近似方程，提出了一种不需要初步矫正的二阶 Crank–Nicolson格
式，并在初值和右端满足一定正则条件时给出了最优误差估计。对于该类方程，

Crank–Nicolson数值方法不需矫正就自然能够达到二阶，但对于次扩散方程就必
须通过矫正才能达到二阶。

谱方法包括谱变分法和谱配置法。Li 和 Xu[13] 在研究时间分数阶扩散方程
过程中提出了一种 Galerkin时空谱方法，通过引入变分公式证明了该方法的适定
性，并根据先验误差估计证明了该方法的收敛性。构造高阶谱方法时，往往强调

在单个区域进行谱近似，但 Chen[10]等突破惯例，提出了一种时间分数阶偏微分
方程的多域谱法，并对稳定性进行了研究。由于现有的大多数数值方法的误差估

计指出典型的分数阶微分方程具有缓慢的收敛速度，除非是人为构造的具有平

滑解的方程，Chen[20] 等通过定义一类与分数演算本质相关的广义 Jacobi函数对
分数方程进行光谱近似，并指出当数据足够光滑时，该方法可达到真正的光谱精

度。

1.3 主要研究内容与安排

以上介绍的四类数值方法各具特点，其中卷积数值积分方法以其高阶收敛

性和稳定性受到大家的广泛关注。但因它的高阶收敛性在计算初值不满足相容

性条件问题时会遭到破坏，人们开始对其原有格式进行初始矫正，以期构造可以

保持原有高阶收敛性的矫正格式。本文的内容也由此展开。

考虑如下分数阶偏微分方程 u(t)：

∂αt u(t) − ∆u(t) = f (t) t ∈ (0,T ], (1-1)

其中 ∆ : H1
0(Ω)

⋂
H2(Ω) → L2(Ω) 表示拉普拉斯算子 (Laplace Operator)，H1

0(Ω)，

H2(Ω)表示标准的 Sobolev空间；Ω为 Rd(d = 1, 2, 3)中的有界凸区域，其边界记

为 ∂Ω；T > 0是一个固定值； f : (0,T )→ L2(Ω)是给定的右端项函数。符号 ∂αt u

表示关于时间 t的 α ∈ (0, 1)阶 Caputo分数导数，其具体的定义内容参考定义 (2)。
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方程 (1-1)的边界条件是在 ∂Ω× (0,T ]上 u = 0，初始条件为在区域 Ω中 u(0) = v。

方程 (1-1)是时间分数阶次扩散方程，能够描述带有长时记忆的流通的分数
阶定律。先前，Jin[25] 等针对时间分数阶次扩散方程构造了一种全离散型标准
Crank–Nicolson格式。该格式先在空间上运用标准 Galerkin有限元方法进行半离
散，将问题 (1-1) 转化为：寻找函数 uh(t) ∈ Xh，当初值 uh(0) = vh ∈ Xh ，右端

fh(t) = Ph f (t)时，使其满足

∂αt uh(t) − ∆huh(t) = fh(t), ∀t > 0. (1-2)

再对半离散问题进行时间离散，从而得到最终的全离散格式，即全离散问题可视

为对空间半离散问题的时间离散。用 Un
h 近似方程的解 uh(tn)，n = 1, 2, · · · ,N 时，

具体的数值格式为：

∂̄ατ (U
n
h − vh) − (1 − α

2
)∆hUn

h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h , (1-3)

其中 ∆h : Xh → Xh 表示拉普拉斯算子在有限元子空间 Xh ⊂ H1
0(Ω)上的 Galerkin

近似，Fn
h = Ph f (tn)表示 f (tn)在 Xh 上的 L2 投影，vh ∈ Xh 是初始值 v的近似值，

即有 vh = U0
h。而 ∂̄

α
τφ

n表示 Riemann–Liouville分数阶微分算子 R∂ατφ(tn)的欧拉向

后型卷积数值积分的近似，具体定义为：

∂̄ατφ
n := τ−α

n∑
j=0

bn− jφ
j, (1-4)

系数 b j可由幂级数展开式 (1 − ξ)α =
∞∑
j=0

b jξ
j(ξ ∈ C且|ξ| < 1)确定，具体为

b j = (−1) j Γ(α + 1)
Γ( j + 1)Γ(α − j + 1)

.

此外，他们还指出在初值不满足相容性条件时该标准 Crank–Nicolson格式在时间
上达不到原有的二阶收敛，并给出了该方法的两步矫正格式。（由于 Galerkin有
限元半离散格式的误差分析结果已经得到[22, 21]，我们只关注于全离散格式关于

时间的收敛性。）因此，为了使 Crank–Nicolson格式在解决初值不满足相容性条
件问题时仍保持原本的二阶收敛性，本文通过研究时间分数阶次扩散方程 (1-1)，
构造出标准 Crank–Nicolson[25]方法的一步矫正格式，其形式更加简单,且易于实
现。本文具体从以下方面进行研究：

（1） 构造 Crank–Nicolson方法的一步矫正格式。Crank–Nicolson[25] 格式是一种
全离散格式，它先在空间上使用标准的Galerkin有限元方法进行半离散，再
对半离散格式在时间维度上运用时间步长法达到全离散，当 α = 1时其形

式与经典整数阶 Crank–Nicolson格式一致。我们在该格式的初始值和右端
项前添加修正系数，利用 Laplace变换，母函数和柯西积分公式等数学工具
推出半离散格式和全离散格式（含有待定系数）的积分表达形式，再由积
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分表达形式得到误差表达式，并以二阶收敛性作为衡量标准，进一步求出

矫正系数，得到一步矫正格式 (2 ≤ n ≤ N)：

∂̄αt (U1
h − vh) − (1 − α

2
)∆hU1

h =
1
2

(∆hvh + F0
h) + (1 − α

2
)F1

h ,

∂̄αt (Un
h − vh) − (1 − α

2
)∆hUn

h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h . (1-5)

（2） 根据构造的一步矫正格式，利用有限元软件 FEniCS对具体方程进行数值
求解，验证矫正格式的二阶收敛性。此外，再通过具体数值算例对二阶向

后差分格式 (SBD)、Crank–Nicolson格式 (CN)、Crank–Nicolson两步矫正格
式 (CN-2)以及一步矫正格式 (CN-1)的计算性能进行比较。

针对时间分数阶次扩散方程，无论是有限差分法还是由卷积数值积分 (CQ)
构造的数值方法，为了在计算不满足相容性条件问题时仍保持高阶收敛性，都需

要对原有格式进行适当的初始矫正。关于 CQ型方法，目前有 k阶向后差分格式

(BDF)的 k − 1步矫正格式和 Crank–Nicolson格式的两步矫正格式。因而发展高
阶稳定的数值方法是很有必要的。由此本文的创新点在于，通过待定系数法构造

出一种新的 Crank–Nicolson 格式的矫正格式，其只需对时间步进行初始的一步
矫正，形式更加简单，亦更容易实现。

后面章节的内容安排如下。第二章介绍相关的预备知识、标准Crank–Nicolson
格式；通过半离散和全离散数值解的积分表达形式推出矫正准则，给出矫正系

数。第三章利用三个数值例子从实验角度验证矫正格式的二阶收敛性，并对几个

CQ型方法的计算性能进行比较与讨论。第四章对全文进行概括总结，指出本文
的结论和后续研究方向。
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第二章 矫正格式的推导

本章首先介绍有关的预备知识，包括几个分数阶导数的定义和一些数学运

算工具与引理；对将要矫正的标准 Crank–Nicolson格式进行介绍，分为空间半离
散格式和全离散格式两部分，并列出含有待定系数的全离散矫正格式；再利用拉

普拉斯逆变换和柯西积分公式，推出半离散解和全离散数值解（含有待定系数）

的积分表达形式；以二阶收敛阶为衡量标准确定矫正系数，得到一步矫正格式。

2.1 预备理论与知识

定义 1 伽玛函数 (Gamma Function)的积分变换定义为：

Γ (x) =
∫ ∞

0
yx−1 exp (−y) dy, x > 0,

关于伽玛函数经常用到的一个重要性质是：Γ(x + 1) = xΓ(x)，Γ(1) = 1.

定义 2 设 f (t)定义在区间 [a,T ]上，m是大于等于 α的最小整数，则阶数为 α的

Caputo分数阶导数的定义为

C
aDαt f (t) = 1/Γ(m − α)

∫ t

a
(t − τ)m−α−1 f (m) (τ) dτ.

定义 3 设 f (t)定义在区间 [a,T ]上，m是大于等于 α的最小整数，则阶数为 α的

Riemann-Liouville分数阶导数的定义为

R
aDαt f (t) =

1
Γ(m − α)

dm

dtm

∫ t

a
(t − τ)m−α−1 f (τ) dτ.

定义 4 (拉普拉斯变换) [33]如果定义在 R+上的函数 f (t)使得积分

f̂ (s) =
∫ +∞

0
f (t)e−stdt, s ∈ C,

在 C的某一区域内收敛，则称 F(s) = f̂ (s)为函数 f (t)的拉普拉斯变换.若 f̂ (s)是

f (t)的拉普拉斯变换，则称 f (t)是 F(s)的拉普拉斯逆变换，一般可写为如下复积

分：

f (t) =
1

2πi

∫ β+i∞

β−i∞
F(s)estds, t > 0,

其中，积分路径为平行于虚轴的直线.当 F(s)满足一定的条件时，可以用复积分

理论中的留数定理来计算拉普拉斯逆变换.

定义 5 (傅里叶变换) [33]设 f (t)为定义在 (−∞,+∞)上的实值（或复值）函数，其

傅里叶积分收敛。则由积分

F(ω) =
∫ +∞

−∞
f (t)e−iωtdt

7
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建立的 f (t)与 F(ω)之间的对应称作傅里叶变换（简称傅氏变换）。用字母F 表

达，即

F(ω) = [ f (t)].

积分

f (t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F(ω)eiωtdω

建立的 F(ω)与 f (t)之间的对应称作傅里叶逆变换（简称傅氏逆变换）。用字母

F −1 表达，即

f (t) = F −1[F(ω)].

性质 1 [33]傅里叶变换的部分性质：位移性质，微分性质。

• 位移性质：
F [ f (t − t0)] = e−iωt0F [ f (t)],

F −1[F(ω − ω0)] = e−iω0tF −1[F(ω)],

其中，t0 和 ω0 是常数。

• 微分性质：
设函数 f (t)在 (−∞,+∞)上连续或只有有限个可去间断点，则

若 |t| → +∞时， f (n)(t)→ 0，则

F [ f (n)(t)] = (iω)nF [ f (t)] (n = 0, 1, 2 · · · );

若
∫ +∞
−∞ |t

n f (t)|dt收敛，则

F −1[F(n)(ω)] = (it)nF −1[F(ω)] (n = 0, 1, 2 · · · ).

定理 1 (柯西积分公式) [34] 如果 f (x)在单连通区域 D内解析，C 为 D内任意一

条正向简单闭曲线，它的内部完全含于 D，Z0为 C内的任一点，则

f (z0) =
1

2πi

∫
C

f (z)
z − z0

dz.

命题 1 设 m是大于等于 α的最小整数，aDαt f (t)存在，且在初始点 t = a处函数

f (t)存在 m − 1阶导数，那么

C
aDαt f (t) = aDαt

[
f − Tm−1

[
f ; a

]]
(t) ,

其中，Tm−1
[
f ; a

]
为函数 f 的 m − 1阶 Taylor多项式：

Tm−1
[
f ; a

]
=

m−1∑
k=0

(t − a)k

k!
f (k)(a).
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注释 1 在本文中我们研究 m = 1，a = 0，即 0 < α < 1时的分数阶偏微分方程，

此时命题 (1)的结论简化为 CDαt f (t) = Dαt
[
f (t) − f (0)

]
.

引理 1 [25] 令 0 < α < 1，存在 δ1 > 0（不依赖于 τ），对于任意的 z ∈ Γτθ,δ 存在常
数 c0, c1（不依赖于 θ, τ）使得下式成立：

c0 ≤ |(1 −
α

2
+
α

2
e−zτ)1/α| ≤ c1,

其中 δ ∈ (0, δ1]，θ ∈ (π/2, π/2 + δ1]，Γθ,δ = {z ∈ C : |z| = δ, | arg z| ≤ θ} ∪ {z ∈ C : z =

ρe±iθ, ρ ≥ δ}，Γτθ,δ = {z ∈ Γθ,δ : | Im(z)| ≤ π/τ}.图 (2-1)给出了 Γθ,δ和 Γτθ,δ的几何含义。

(a) Γθ,δ
(b) Γτθ,δ

图 2-1轮廓 Γθ,δ和 Γτθ,δ的形状示意图

引理 2 [25]令 0 < α < 1，ϕ ∈ (απ/2, π)为一个固定值。存在 δ0 > 0（不依赖于 τ），

使得算子 (βτ(e−zτ)α − ∆h)−1 关于 z在由 Γτρ、Γ
τ
θ,δ和 Γ

τ
± := R ± iπ/τ围成的区域中解

析，这个区域记为 Σ。其中，Γτρ := {z = − ln(ρ)/π + iy : ρ ∈ (0, 1), y ∈ R, |y| ≤ π/τ}，
∆h 是离散拉普拉斯算子，

βτ(e−zτ) =
1 − e−zτ

τ(1 − α2 +
α
2 e−zτ)1/α ,

θ ∈ (π/2, π/2 + δ0]，δ ∈ (0, δ0].

2.2 分数阶 Crank–Nicolson格式介绍

Jin[25]等提出一种全离散的分数阶 Crank–Nicolson方法，其在空间上使用标
准的Galerkin有限元方法，在时间上使用由Dimitrov[32]提出的时间步长方法。在
这一节，我们先后对半离散的 Galerkin有限元方法和全离散的 Crank–Nicolson格
式进行介绍。
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(a) Γτρ (b) 区域 Σ

图 2-2轮廓 Γτρ和区域 Σ的形状示意图

2.2.1 空间——有限元半离散格式

Galerkin有限元方法基本可分为 3步：区域剖分、定义有限元函数空间、确

定变分形式。

将 d 维区域 Ω三角剖分成形状规则的准均匀 d 维单形元 B，设网格尺度为

h，记这个剖分为 Bh.在此剖分 Bh上，我们定义一个分段连续的线性有限元空间

Xh：

Xh = {vh ∈ H1
0(Ω) : vh|B是一个线性函数，∀B ∈ Bh}.

在确定有限元空间 Xh后，先依次定义 L2(Ω)空间，H1
0(Ω)空间到 Xh的投影

Ph 和 Rh :

(Phφ, χh) = (φ, χh), ∀χh ∈ Xh,

(∇Rhφ,∇χh) = (∇φ,∇χh), ∀χh ∈ Xh,

接着，我们定义有限元空间 Xh 上的离散拉普拉斯算子 ∆h : Xh → Xh :

−(∆hφh, χh) = (∇φh,∇χh), ∀φh, χh ∈ Xh,

其中 (·, ·) 表示 L2(Ω) 中的内积。由文献[28, 27] 知离散拉普拉斯算子 ∆h 对任意

z ∈ Σθ := {z ∈ C\0 : | arg z| ≤ θ}都有 ∥(z−∆h)−1∥ ≤ c|z|−1成立，其中 θ ∈ (π/2, π)。因

此存在一个常数 c（只依赖于 θ和 α）使得对任意 z ∈ Σθ ，∥(zα − ∆h)−1∥ ≤ c|z|−α

成立。

然后，我们以二维空间为例，根据 Galerkin有限元方法推出方程 (1-1)的变
分形式。给方程 (1-1)两边都乘以一个任意的 χh ∈ Xh并移项，再对其关于区域 Ω

进行积分，可以得到： ∫
Ω

(∂αt u − ∆u − f )χhdS = 0,

10
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即有 ∫
Ω

∂αt uχhdS −
∫
Ω

fχhdS +
∫
Ω

−∆uχhdS = 0.

而由 Green第一公式可知，∫
Ω

−∆uχhdS =
∫
Ω

(
∂u
∂x
∂χh

∂x
+
∂u
∂y
∂χh

∂y
)dxdy −

∫
∂Ω

∂u
∂n
χ̇hds,

其中 n表示区域边界 ∂Ω的单位外法向，∂u/∂n是 u沿 n的方向导数。而由有限

元空间的定义知 ∫
∂Ω

∂u
∂n
χ̇hds = 0

，于是有 ∫
Ω

−∆uχhdS =
∫
Ω

(
∂u
∂x
∂χh

∂x
+
∂u
∂y
∂χh

∂y
)dxdy.

因此我们将问题转化为：寻找函数 uh(t) ∈ Xh，当初值条件为 uh(0) = vh ∈ Xh 时，

使其满足

−(∂αt uh, χh) + (∇uh,∇χh) = ( f , Xh), ∀χh ∈ Xh. (2-1)

vh的选择取决于初值 v的光滑性[27]，当 v ∈ L2(Ω)时，取 vh = Phv，当 v ∈ D(∆) =

H1
0(Ω) ∩ H2(Ω)时，取 vh = Rhv。

根据定义在空间 Xh 上的离散拉普拉斯算子对式 (2-1)进行变形,进一步将问
题转化为：寻找函数 uh(t) ∈ Xh，当初值 uh(0) = vh ∈ Xh ，右端 fh(t) = Ph f (t)时，

使其满足

∂αt uh(t) − ∆huh(t) = fh(t), ∀t > 0. (2-2)

Jin[22, 21] 等已经证明了 Galerkin有限元半离散格式 (2-2)关于网格尺度 h具

有二阶收敛性，并给出了定理描述，具体内容可参考定理 (2)，我们后文中也通
过数值算例验证了这一结论。因此在本文中我们主要关注格式 (2-2)在对时间离
散后构造的 Crank–Nicolson格式关于时间步长 τ的误差估计。

定理 2 [22] u 和 uh 分别表示方程 (1-1) 的精确解和半离散格式 (2-2) 的解，初值
v ∈ Hq，q = 0, 1。此时 vh = Phv，令 lh = |lnh|，则有

∥uh(t) − u(t)∥ + h∥∇(uh(t) − u(t))∥ ≤ ch2lht−α(1−q/2)∥v∥q, q = 0, 1.

特别地，当初值 v足够光滑，满足 vh = Rhv时，

∥uh(t) − u(t)∥ + h∥∇(uh(t) − u(t))∥ ≤ ch2|v|2,

其中 ∥∇(uh(t) − u(t))∥ ≤ cht−α/2∥v∥1.
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2.2.2 时间——标准 Crank–Nicolson全离散格式

根据注释 (1)中 Caputo分数阶导数与 Riemann–Liouville分数阶导数的关系：
∂αt f (t) = R∂αt

[
f (t) − f (0)

]
，我们可以将半离散格式 (2-2)转化为：

R∂αt (uh(t) − vh) − ∆huh(t) = fh(t). (2-3)

对区间 [0,T ]进行均匀剖分，记为 {tn = nτ}Nn=0，时间步长 τ = T/N，N ∈ N。利
用欧拉向后型卷积数值积分 (1-4)来离散 Riemann–Liouville型微分算子 R∂αt φ(tn)

时其只能达到 O(τ)精度，因而为了实现 O(τ2)精度，Jin[25]等通过傅里叶变换得
到了一种带有权重的 θ型方法，接下来介绍其推导过程。

假设函数 φ在 R上光滑，且 t ≤ 0时 φ = 0。那么函数

∂̄ατφ(t) := τ−α
∞∑
j=0

b jφ(t − jτ)

在 t = tn 处与方法 (1-4)一致，且满足

F [∂̄ατφ(t)](ξ) =
∫
R

∂̄ατφ(t)e−itξdt = τ−α
∞∑
j=0

∫
R

b jφ(t − jτ)e−itξdt

= τ−α(1 − e−iτξ)αFφ(ξ) = (iξ)α(1 − iα
2 τξ + O(τ2ξ2))Fφ(ξ).

而根据傅里叶变换的性质，有

F [R∂αt φ(t − s)](ξ) = (iξ)αe−isξFφ(ξ) = (iξ)α(1 − isξ + O(s2ξ2))Fφ(ξ).

根据以上结果，当选择 s = ατ/2时可以得到

∂̄ατφ(t) = R∂αt φ(t − ατ/2) +F −1[O(τ2ξ2)(iξ)αFφ(ξ)]

= R∂αt φ(t − ατ/2) + O(τ2)

= (1 − α2 ) R∂αt φ(t) + α2
R∂αt φ(t − τ) + O(τ2).

由此，令 t = tn，再结合 (2-3)，即可得到全离散的分数阶 Crank–Nicolson格式[25]：

∂̄ατ (U
n
h − vh) − (1 − α

2
)∆hUn

h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h , . (2-4)

2.2.3 时间——Crank–Nicolson全离散矫正格式

当方程的解 u光滑且满足相容性条件时，标准 Crank–Nicolson方法 (2-4)可
以达到的最优收敛阶为二阶，但当初值 v和右端项 f 不相容时，方程的弱解在

t = 0处具有奇异性，即使初值 v和右端项 f 是光滑的，Crank–Nicolson格式通常
也只具有一阶收敛性。这一现象是由初值 v和 f 导致的，于是，为了保持该类方

法的二阶精度，本文考虑通过在初值 v和右端初值 f (0)相关的项之前增加矫正

系数 a2，对 Crank–Nicolson格式 (2-4)的初始步进行矫正，将初始步格式设为：

∂̄αt (U1
h − vh) − (1 − α

2
)∆hU1

h −
α

2
∆hU0

h = a2(∆hvh + F0
h) + (1 − α

2
)F1

h +
α

2
F0

h ,

12



本科毕业设计（论文）

根据 vh = U0
h 进一步整理，可得矫正格式 (2 ≤ n ≤ N)：

∂̄αt (U1
h − vh) − (1 − α

2
)∆hU1

h = (
α

2
+ a2)(∆hvh + F0

h) + (1 − α
2

)F1
h ,

∂̄αt (Un
h − vh) − (1 − α

2
)∆hUn

h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h , (2-5)

目前系数 a2 是未知的，我们需要借助矫正格式的二阶收敛性这一衡量条件来具

体确定它。在此之前，我们需要先根据推出半离散解和全离散矫正格式数值解的

积分表达形式，由此得到误差表达式，再根据二阶收敛性来确定矫正准则，从而

进一步得到矫正系数。

2.3 解的积分表达形式

数值解的积分表达形式是研究数值方法收敛性的重要基础，要根据二阶收敛

阶的衡量条件来确定矫正系数，我们必须先确定解的积分表达形式。本节中，我

们先后利用拉普拉斯变换和生成函数（母函数）与柯西积分公式推导出 Galerkin
有限元半离散格式和 Crank–Nicolson全离散矫正格式数值解的积分表达形式。
在正式推导之前我们先做两个预备工作。为了便于比较半离散解和全离散

解的误差，我们将右端项 f (t)拆分为 f (0)和 R两部分，即 f (t) = f (0) + R，R是

相应的局部截断误差：R = t f ′(0)+ t ∗ f ′′(t)。此外，我们给出生成函数的定义以便

后文使用：对于任意序列 {gn}∞n=0 ∈ l2(L2(Ω))，其生成函数为 g̃(ξ) =
∞∑

n=0
gnξn(ξ ∈ D)，

且 g̃(ξ)是单位圆盘 D中的一个解析函数。

2.3.1 半离散格式数值解

设 Galerkin半离散格式数值解为 wh(t) := uh(t)− vh，显然，wh(0) = 0。将 wh(t)

代入格式 (2-3)，可知函数 wh(t)满足：

R∂αt wh(t) − ∆hwh(t) = ∆hvh + fh(t).

而由 wh(0) = 0和注释 (1)可推得 R∂αt wh(t) = ∂αt wh(t)，于是有

∂αt wh(t) − ∆hwh(t) = ∆hvh + fh(t).

再对上式进行 Laplace变换并代入公式[1]∂̂αt φ = zαφ̂ − zα−1φ(0)，我们得到：

zαŵh(z) − ∆hŵh(z) = z−1∆hvh + f̂h(z).

对上式进行整理可得：

ŵh(z) = (zα − ∆h)−1
(
z−1∆hvh + f̂h(z)

)
= −K(z)∆hvh − zK(z) f̂h(z),

再经过拉普拉斯逆变换，函数 wh(t)便可被表示为：

wh(t) =
1

2πi

∫
Γθ,δ

ezt
(
−K(z)∆hvh − zK(z) f̂h(z)

)
dz (2-6)

13
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其中核函数 K(z) = −z−1(zα − ∆h)−1，积分线 Γθ,δ定义为：

Γθ,δ = {z ∈ C : |z| = δ, | arg z| ≤ θ} ∪ {z ∈ C : z = ρe±iθ, ρ ≥ δ}, θ ∈ (π/2, π].

再将 f (t) = f (0) + R代入（2-6）式，由拉普拉斯变换公式可得：

wh(t) =
1

2πi

∫
Γθ,δ

ezt
(
−K(z) (∆hvh + f (0)) − zK(z)R̂h(z)

)
dz. (2-7)

2.3.2 全离散矫正格式数值解

设全离散格式 (2-5)的数值解为 Wn
h := Un

h − vh，显然 W0
h = 0，Wn

h 满足如下

格式 (2 ≤ n ≤ N)：

∂̄ατW
1
h − (1 − α

2
)∆hW1

h = (1 + a2)(∆hvh + F0
h) + (1 − α

2
)R1

h,

∂̄ατW
n
h − (1 − α

2
)∆hWn

h −
α

2
∆hWn−1

h = ∆hvh + F0
h + (1 − α

2
)Rn

h +
α

2
Rn−1

h , (2-8)

为了使用生成函数等数学工具，我们对 Fh 的定义进行扩展：当 n > N 时，令

Fn
h = F0

h。显然，Fh的扩展定义对于Wn
h (n = 1, 2, . . . ,N)的值没有影响。我们在格

式 (2-8)的两边乘以对应的 ξn(ξ ∈ D)，再对 n = 1, 2, . . . 的结果求和，可以得到：
∞∑

n=1

∂̄ατW
n
hξ

n −
∞∑

n=1

(1 − α
2

)∆hWn
hξ

n −
∞∑

n=1

α

2
∆hWn−1

h ξ
n

= (∆hvh + F0
h)
∞∑

n=1

ξn + a2(∆hvh + F0
h)ξ1

+

∞∑
n=1

(1 − α
2

)Rn
hξ

n +

∞∑
n=2

α

2
Rn−1

h ξ
n.

(2-9)

再根据 W0
h = 0和离散卷积规则，我们可以得到

∞∑
n=1

∂̄ατW
n
hξ

n = τ−α(1 − ξ)αW̃h(ξ),

∞∑
n=1

(
(1 − α

2
)∆hWn

h +
α

2
∆hWn−1

h

)
ξn =

(
(1 − α

2
) +
α

2
ξ
)
∆hW̃h(ξ),

和

(∆hvh + F0
h)
∞∑

n=1

ξn + λ(∆hvh + f 0
h )ξ1 = (∆hvh + f 0

h )(
ξ

1 − ξ + λξ),

∞∑
n=1

(1 − α
2
+
α

2
ξ)Rn

hξ
n = (1 − α

2
+
α

2
ξ)R̃h(ξ).

将以上结果代入 (2-9)可得

τ−α(1 − ξ)αW̃h(ξ) − (1 − α
2

)∆hW̃h(ξ) − α
2
ξ∆hW̃hξ

= (∆hvh + F0
h)(
ξ

1 − ξ + a2ξ) + (1 − α
2
+
α

2
ξ)R̃h(ξ). (2-10)

14
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经过整理进一步得到

W̃h(ξ) = (βτ(ξ)α − ∆h)−1(µ(ξ)(∆hvh + F0
h) + R̃h(ξ)),

其中

βτ(ξ) =
1 − ξ

τ(1 − α2 +
α
2ξ)

1/α , µ(ξ) = (1 − α
2
+
α

2
ξ)−1(

ξ

1 − ξ + a2ξ). (2-11)

显然，W̃h(ξ)在原点附近关于 ξ是解析的，则由柯西积分公式可得，对于 ρ ∈ (0, 1)

Wn
h =

1
2πi

∫
|ξ|=ρ
ξ−n−1W̃h(ξ)dξ.

令 ξ = e−zτ对上式进行换元，新的积分区间变为 Γτρ（Γ
τ
ρ的具体含义见引理 2），则

有：

Wn
h =

τ

2πi

∫
Γτρ

eztnW̃h(ezτ)dz.

容易证明 µ(e−zτ)和 R̃h(e−zτ)在 z ∈ C\{0}上是解析的，而引理 2的内容表示算子
(βτ(ξ)α − ∆h)−1 关于 z在区域 Σ ∈ C中解析，其中 Σ由曲线 Γτρ，Γτθ,δ 和两条直线
R ± iπ/τ（从左向右）包围形成。因此，在 Σ ∈ C中，eztnW̃h(ezτ)关于 z是解析函

数。于是，再借助柯西定理，我们可以得到：

Wn
h =

τ

2πi

∫
Γτρ

eztnW̃h(ezτ)dz

=
τ

2πi

∫
Γτθ,δ

eztnW̃h(ezτ)dz +
τ

2πi

∫
R+ iπ

τ

eztnW̃h(ezτ)dz − τ
2πi

∫
R− iπ

τ

eztnW̃h(ezτ)dz

=
τ

2πi

∫
Γτθ,δ

eztnW̃h(ezτ)dz.

即得 Wn
h 的积分表达式为

Wn
h =

1
2πi

∫
Γτθ,δ

eztn(−τ)βτ(e−zτ)K(βτ(e−zτ))
(
µ(e−zτ)(∆hvh + F0

h) + R̃h(e−zτ)
)

dz. (2-12)

2.4 推导矫正格式

在前面的章节中已经得到 Galerkin 有限元半离散格式和矫正格式的数值解
的积分表达形式，这一节我们对数值解包含的一些核函数进行分析，以二阶收敛

为衡量标准来确定矫正准则，进而确定矫正系数以推出矫正格式。

2.4.1 推导矫正准则

通过比较式 (2-7)和式 (2-12)中的核函数，我们可以得出，为了使矫正格式
具有 O(τ2)的收敛阶，对于 z ∈ Γτθ,δ应该满足：

I = ∥τβτ(e−zτ)K(βτ(e−zτ))µ(e−zτ) − K(z)∥ ≤ cτ2, (2-13)
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而由三角不等式可以得到：

I = ∥τβτ(e−zτ)µ(e−zτ)(K(βτ(e−zτ)) − K(z)) + (τβτ(e−zτ)µ(e−zτ) − 1)K(z)∥
≤ |τβτ(e−zτ)µ(e−zτ)|∥K(βτ(e−zτ)) − K(z)∥ + |τβτ(e−zτ)µ(e−zτ) − 1|∥K(z)∥
= I1 + I2

我们先对 KK = ∥K(βτ(e−zτ)) − K(z)∥进行分析：

KK = ∥z−1(zα − ∆h)−1 − βτ(e−zτ)−1(βτ(e−zτ)α − ∆h)−1∥
= ∥z−1(zα − ∆h)−1 − βτ(e−zτ)−1(zα − ∆h)−1

+ βτ(e−zτ)−1(zα − ∆h)−1 − βτ(e−zτ)−1(βτ(e−zτ)α − ∆h)−1∥
= ∥(zα − ∆h)−1(z−1 − βτ(e−zτ)−1)

+ βτ(e−zτ)−1
(
(zα − ∆h)−1 − (βτ(e−zτ)α − ∆h)−1

)
∥

≤ ∥(zα − ∆h)−1∥|z−1 − βτ(e−zτ)−1)|
+ |βτ(e−zτ)−1|∥(zα − ∆h)−1 − (βτ(e−zτ)α − ∆h)−1∥.

Jin[25]等给出了 |βτ(e−zτ)|，|z−1 − βτ(e−zτ)−1|以及 ∥(zα − ∆h)−1 − (βτ(e−zτ)α − ∆h)−1∥的
范围估计：

c0|z| < |βτ(e−zτ)| < c1|z|, |z−1 − βτ(e−zτ)−1| ≤ cτ2|z|

∥(zα − ∆h)−1 − (βτ(e−zτ)α − ∆h)−1∥ ≤ cτ2|z|2−α.

因此，我们可以立即得到 ∥K(βτ(e−zτ))−K(z)∥ ≤ cτ2|z|1−α。因而无论矫正系数 a2取

何值，我们都可以得出 I1 ≤ cτ2.然而，I2中 ∥K(z)∥ ≤ c|z|−1−α，|τβτ(e−zτ)µ(e−zτ) − 1|
的值与矫正系数 a2 有关，因此进一步我们可以得到不等式 (2-13)成立的充分条
件为：

|τβτ(e−zτ)µ(e−zτ) − 1| ≤ c|z|2τ2. (2-14)

2.4.2 矫正系数求解

将 (2-11)中的式子代入 (2-14),再用 e−zτ替换式子中的 ξ，可得

|(1 − α
2
+
α

2
e−zτ)−1−1/α (e−zτ + a2e−zτ(1 − e−zτ)

) − 1| ≤ c|z|2τ2

于是有：

|(1 − α
2
+
α

2
e−zτ)−1− 1

α ||e−zτ + a2e−zτ(1 − e−zτ) − (1 − α
2
+
α

2
e−zτ)1+ 1

α |

≤ c|z|2τ2.
(2-15)

而由引理 2知 |(1 − α2 +
α
2 e−zτ)|与常数同阶，那么，不等式 (2-15)等价于：

|e−zτ + a2e−zτ(1 − e−zτ) − (1 − α
2
+
α

2
e−zτ)1+1/α| ≤ c|z|2τ2. (2-16)
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设 h(z) = (1 − α2 +
α
2 e−zτ)1/α,将其 Taylor展开，可以得到

h(z) = 1 +
1
2

(e−zτ − 1) +
∞∑

k=2

C(
1
α
, k)

(
−α

2
+
α

2
e−zτ

)k

= 1 − 1
2

(1 − e−zτ) + O(|z|2τ2).

(2-17)

其中 C(γ, k) = Γ(γ+1)
Γ(k+1)Γ(γ−k+1)。于是，我们可以推出：

A = e−zτ + a2e−zτ(1 − e−zτ) − (1 − α
2
+
α

2
e−zτ)1+1/α

= e−zτ + a2
(
1 − (1 − e−zτ)

)
(1 − e−zτ)

−
(
1 − α

2
(1 − e−zτ)

) (
1 − 1

2
(1 − e−zτ) + O(|z|2τ2)

)
= a2(1 − e−zτ) − a2(1 − e−zτ)2 + e−zτ

−
(
1 − 1

2
(1 − e−zτ) − α

2
(1 − e−zτ) + O(|z|2τ2)

)
= a2(1 − e−zτ) − (1 − e−zτ) +

1 + α
2

((1 − e−zτ)) + O(|z|2τ2)

= (a2 − 1 +
1 + α

2
)(1 − e−zτ) + O(|z|2τ2).

(2-18)

因此，当 a2 =
1−α

2 时不等式 (2-14)成立，我们得到一步矫正格式 (2-5)的具
体形式 (2 ≤ n ≤ N，vh = U0

h)：

∂̄ατ (U
1
h − vh) − (1 − α

2
)∆hU1

h =
1
2

(∆hvh + F0
h) + (1 − α

2
)F1

h ,

∂̄ατ (U
n
h − vh) − (1 − α

2
)∆hUn

h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h . (2-19)

2.5 本章小结

在这一章我们先阐述了一些本文会用到的基础数学概念及性质以及相关的

引理等，在此基础上介绍了针对分数阶次扩散方程 (1-1)的标准 Crank–Nicolson
格式 (2-4)的推导过程，分为空间离散和时间离散两部分，并给出含有待定系数
的一步矫正格式 (2-5)。之后，根据拉普拉斯变换（逆变换），生成函数和柯西积分
公式等数学工具得到了半离散解和全离散矫正格式数值解的积分表达形式 (2-7，
2-12)。由此进一步推出矫正格式的误差表达式。再以二阶收敛性进行约束，确定
了矫正准则 (2-14)，推出矫正系数 a2 =

1−α
2 ，最终得到一步矫正格式 (2-19)。
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第三章 数值计算与分析

在这一节中，我们利用有限元框架 FEniCS，根据矫正格式编写对应的 Python
程序，对具体方程进行数值计算，验证矫正格式的计算性能。我们先通过精确解

已知的例 (a)来检验构造的数值方法的准确性，之后借助四个具体的数值例子对
矫正格式 (2-19)关于时间的收敛性进行验证：

(a) v = 0, f = 2t2−αx(1 − x)/Γ(3 − α) + 2t2, 精确解u(x, t) = t2x(1 − x);

(b) v = x(1 − x), f = 0;

(c) v = xy(1 − x)(1 − y), f = 0;

(d) v = 0, f = cos(t)(1 + χ(0,1/2)(x));

(e) v = 0, f = 2tα + Γ(1 + α)x(1 − x).

其中例 (d)中的 χ(0,1/2)(x)表示 x轴上开区间 (0, 1/2)的特征函数。选取的以上几

个算例有的初值 v与右端项 f 满足相容性条件且精确解光滑，有的初值与右端项

虽光滑但不满足相容条件，有的初值齐次但右端项正则性条件较弱。此外，还包

含了空间上是二维的算例。诚然，通过计算以上例子的数值实验结果，我们可以

更好、更全面地验证矫正格式的计算性能及特点。

同时，固定时间步长 τ，变换网格尺度 h，利用一步矫正格式例 (b)的数值解
及收敛阶，以验证定理 (2)中提出的结论：空间半离散格式关于网格尺度 h具有

二阶收敛性。

在验证了一步矫正格式 (2-19)的收敛性后，固定网格尺度 h,在时间步长 τ
保持一致的情况下，通过例 (b)，对一步矫正格式 (CN-1)，二阶向后差分格式
(SBD)[26]，Crank–Nicolson格式 (CN)以及它的两步矫正格式[25](CN-2)的收敛性
进行比较。

以上提到的四种数值格式在空间上都使用分段连续线性有限元方法，因而

在固定一个很小的网格尺度 h后，（本文固定 h =10e-3），由空间离散导致的误差
就可以忽略不计，我们主要关注时间离散造成的误差。由于大多数算例的精确解

无从得知，我们拟用更小的时间步长计算出参考解（固定 τre f =10e-4），根据它
近似计算精确解和数值解之间的 L2误差。

3.1 矫正格式收敛性的验证

3.1.1 时间方向收敛性验证

我们将时间 T 依次剖分为 N = 10, 20, 40, 80, 160, 320份，对于不同的 α(0 <

α < 1)，利用一步矫正格式 (2-5)计算 tN = 1时数值解与精确解（参考解）的 L2误

差。首先，通过计算例 (a)的数值解与精确解的误差来检验所构造的数值算法的
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准确性。数值结果如表 3-1所示，并在图 3-1中对比了 α = 0.5，N = 160时 tN = 1

处的数值解和精确解。从图表中我们可以看出数值解的误差很小，而且达到了二

阶收敛，可以认为构造的数值方法是正确的。之后我们对后面四个初值条件不相

容的算例进行同样的数值计算，并将结果列出。

表 3-1例 (a)在 tN = 1处的 L2误差（一步矫正格式）

α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

0.25 1.26e-05 3.13e-06 7.79e-07 1.94e-07 4.75e-08 1.04e-08 2.048
0.50 1.52e-05 3.79e-06 9.45e-07 2.35e-07 5.79e-08 1.37e-08 2.023
0.75 9.61e-06 2.40e-06 6.00e-07 1.49e-07 3.64e-08 8.32e-09 2.034

(a) (b)

图 3-1 α = 0.5,N = 160时例 (a)在 tN = 1处数值解与精确解对比图

算例 (b)(c)(d)的计算结果分别由表 3-2，表 3-3和表 3-4给出。其中例 (b)和
例 (c)分别是一维和二维空间上初值光滑但不满足相容性条件的算例，例 (d)是
一个非齐次问题，且右端项 f 关于时间光滑。而由数据结果可以看出：本文提出

的一步矫正格式在计算该三个问题时都能达到二阶收敛。这满足了我们构造该

矫正格式的初期目标。

表 3-2例 (b)在 tN = 1处的 L2 误差（一步矫正格式）

α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

0.25 1.72e-05 4.10e-06 9.99e-07 2.47e-07 6.13e-08 1.53e-08 2.027
0.50 2.93e-05 7.12e-06 1.75e-06 4.34e-07 1.08e-07 2.69e-08 2.017
0.75 3.24e-05 7.72e-06 1.92e-06 4.77e-07 1.19e-07 2.97e-08 2.018

表 3-3例 (c)在 tN = 1处的 L2 误差（一步矫正格式）

α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

0.25 1.72e-06 4.09e-07 9.99e-08 2.47e-08 6.12e-09 1.53e-09 2.027
0.50 2.72e-06 6.66e-07 1.64e-07 4.06e-08 1.01e-08 2.52e-09 2.016
0.75 3.60e-06 5.90e-07 1.46e-07 3.64e-08 9.08e-09 2.27e-09 2.126
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表 3-4例 (d)在 tN = 1处的 L2 误差（一步矫正格式）

α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

0.25 1.13e-05 2.71e-06 6.63e-07 1.64e-07 4.07e-08 1.01e-08 2.025
0.50 2.20e-05 5.38e-06 1.33e-06 3.29e-07 8.20e-08 2.04e-08 2.014
0.75 2.81e-05 6.78e-06 1.69e-06 4.21e-07 1.05e-07 2.62e-08 2.014

例 (e)的精确解为 u(x, t) = tαx(1 − x)，也是一个非齐次问题，其计算结果由

表 3-5给出，可以看到此时一步矫正格式达不到二阶收敛。与例 (d)进行比较，发
现该算例右端项 f 的正则性较弱。因而推测本文提出的一步矫正格式的收敛性

对方程右端项的正则性应有一定的要求。

表 3-5例 (e)在 tN = 1处的 L2 误差（一步矫正格式）

α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

0.25 5.90e-05 2.49e-05 1.06e-05 4.53e-06 1.99e-06 9.20e-07 1.201
0.50 3.28e-05 1.18e-05 4.28e-06 1.61e-06 6.68e-07 3.39e-07 1.319
0.75 1.02e-05 3.18e-06 1.06e-06 4.26e-07 2.43e-07 1.92e-07 1.145

3.1.2 空间方向收敛性验证

我们固定时间步长 τ =10e-4，依次取网格尺度 h = 2−4, 2−5, 2−6, 2−7, 2−8, 2−9，

利用一步矫正格式 (2-5)计算例 (b)在不同的 α下 tN = 1时数值解和精确解（参

考解）的 L2误差，以验证定理 (2)中提出的结论：空间半离散格式关于网格尺度
h二阶收敛。

表 3-6例 (b)在 tN = 1处的 L2 误差（Galerkin有限元方法）

α\τ 2−4 2−5 2−6 2−7 2−8 2−9 阶数

0.25 8.96e-05 2.24e-05 5.61e-06 1.40e-06 3.50e-07 8.68e-08 2.002
0.50 6.79e-05 1.70e-05 4.25e-06 1.06e-06 2.65e-07 6.58e-08 2.002
0.75 3.92e-05 9.82e-06 2.46e-06 6.14e-07 1.53e-07 3.80e-08 2.002

由表 3-6结果看出在时间步长固定时，一步矫正格式关于网格尺度 h是二阶

收敛的，即空间半离散格式关于网格尺度 h能达到二阶收敛，这与定理 (2)的结
论一致。

3.2 若干 CQ型数值格式收敛性比较

为了进一步探索本文提出的一步矫正格式的计算性能，我们分别用一步矫

正格式 (CN-1)，二阶向后差分格式 (SBD)，Crank–Nicolson格式 (CN)及其两步
矫正格式 (CN-2)计算例 (b)的数值解和误差，将计算结果在表 3-7中列出。其中
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CN-2格式也是一种全离散格式，具体形式为 (3 ≤ n ≤ N)：

∂̄ατ (Uh − vh)1 − (1 − α
2

)∆hU1
h − (

1
2
− α

4
)∆hvh = (1 − α

2
)(F1

h +
1
2

F0
h),

∂̄ατ (Uh − vh)2 − (1 − α
2

)∆hU2
h −
α

2
∆hU1

h −
α

4
∆hvh = (1 − α

2
)F2

h +
α

2
F1

h +
α

4
F0

h ,

∂̄ατ (Uh − vh)n − (1 − α
2

)∆hUn
h −
α

2
∆hUn−1

h = (1 − α
2

)Fn
h +
α

2
Fn−1

h . (3-1)

SBD格式[26]是标准的二阶向后差分格式 (BDF)的初始矫正格式，具体形式为：

∂̄ατ (Uh − vh)1 − ∆hU1
h =

1
2

(∆hvh + F0
h) + F1

h ,

∂̄ατ (Uh − vh)n − ∆hUn
h = Fn

h , 2 ≤ n ≤ N, (3-2)

且 SBD格式中 ∂̄ατφn := τ−α
n∑

j=0
b jφ

n− j，系数 c j 满足关系式

((1 − ξ) + 1/2(1 − ξ)2)α = τ−α
n∑

j=0

c jξ
j.

表 3-7例 (b)在 tN = 1处的 L2 误差

格式 α\N 10 20 40 80 160 320 阶数

CN
0.25 1.19e-04 6.07e-05 3.05e-05 1.52e-05 7.56e-06 3.72e-06 1.002
0.50 1.13e-04 6.06e-05 3.11e-05 1.57e-05 7.85e-06 3.87e-06 0.975
0.75 3.52e-05 2.34e-05 1.32e-05 6.94e-06 3.53e-06 1.76e-06 0.864

SBD
0.25 2.23e-05 5.20e-06 1.25e-06 3.08e-07 7.64e-08 1.90e-08 2.039
0.50 5.12e-05 1.19e-05 2.85e-06 6.99e-07 1.73e-07 4.30e-08 2.044
0.75 7.79e-05 1.81e-05 4.33e-06 1.06e-06 2.61e-07 6.47e-08 2.047

CN-2
0.25 2.06e-05 4.82e-06 1.17e-06 2.87e-07 7.12e-08 1.77e-08 2.037
0.50 4.24e-05 9.91e-06 2.40e-06 5.89e-07 1.46e-07 3.63e-08 2.038
0.75 5.44e-05 1.27e-05 3.06e-06 7.51e-07 1.86e-07 4.63e-08 2.039

CN-1
0.25 1.72e-05 4.09e-06 9.99e-07 2.47e-07 6.13e-08 1.53e-08 2.027
0.50 2.93e-05 7.12e-06 1.75e-06 4.34e-07 1.08e-07 2.69e-08 2.017
0.75 3.24e-05 7.72e-06 1.92e-06 4.77e-07 1.19e-07 2.97e-08 2.018

从表 3-7中我们可以看到：网格尺度 h固定，时间步长 τ保持一致时，CN格
式（未矫正）只达到一阶收敛，而其他三种格式均达到二阶收敛。此外，虽然一

步矫正格式 (CN-1)的收敛阶略逊于其他两个二阶格式 (CN-2和 SBD)，但它的误
差在同等参数下是最小的，计算更精确。

3.3 本章小结

在这一章我们通过数值实验求解具体的算例验证了新提出的一步矫正格式

的准确性以及求解初值条件不相容问题时的二阶收敛性；并由特殊算例推得该

格式在保持二阶收敛性时对右端项的正则性有要求。此外，通过对比几个数值格

式的计算结果发现该矫正格式误差最小。
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第四章 全文总结

本文在研究时间分数阶次扩散方程 (1-1)过程中，利用待定系数法对 Crank–
Nicolson[25]格式进行初步矫正，构造了一种更有效更简单的数值计算格式，其对
一般的初值（解在 t = 0处可能不光滑）也能达到二阶收敛。我们借助具体的数

值算例对该格式的收敛性进行了验证，并对几个 CQ型数值格式的计算性能进行
了比较。

在第二章中我们先介绍了分数阶微分方程的标准 Crank–Nicolson 格式。它
是经典的整数阶 Crank–Nicolson 格式在分数阶微分方程中的推广，其先在空间
上使用 Galerkin有限元方法进行半离散，再利用 Dimitrov[32] 提出的线性多步法
对时间进行离散，是一种全离散格式。在该格式基础上，利用待定系数对格式中

初值和右端初值进行修正，通过拉普拉斯变换和柯西积分公式等数学工具推导

出数值解的积分表达形式（含有待定系数），以二阶收敛为衡量标准对数值解中

的核函数的阶数进行约束，推导出矫正准则，进一步求出矫正系数，确定矫正格

式。

在第三章中我们通过几个数值例子（包括初值条件不相容和右端项非齐次

的情况）对一步矫正格式 (CN-1)的收敛性进行验证，无论是一维还是二维空间，
右端项是否为 0，对于初值条件不相容的情况，该格式都能到达二阶收敛。以不

满足相容性条件的初值为例，在网格尺度 h固定，时间步长 τ保持一致时对比了

本文构造的 CN-1格式，SBD格式，标准 CN格式以及 CN-2格式的计算性能，发
现 CN格式只达到一阶收敛，其它均为二阶收敛，而其中 SBD格式的收敛率稍
高一些，CN-1格式的误差最小，计算结果最精确。

这个题目后续还有很多有意义的工作，例如本文只是通过数值实验验证了

矫正格式的二阶收敛性，并从算例发现要保持二阶收敛性对右端函数的正则性

有要求，后续可从数学理论角度对该格式的误差进行完整的分析与论证；本文构

造的格式只针对次扩散方程，可考虑将其运用到其它时间分数阶方程中，例如较

近的扩散波方程。
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